TIPE: L’équation de la chaleur

Maxime Cauchois, Pierre-Emmanuel Emeriau, Marguerite Flammarion

25 juin 2013



Table des matiéres

I Théoréme des conditions aux bords . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.1 Théoréme d’existence et d’unicité . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Propriétés de la solution . . . . . . . . . ... L.
I Démonstration du PCB . . . . . . . . ... .. .. .. .. ... ...
II.1  Analysede Fourier . . . . . .. ... .. ... ... ... ...
11.2 Preuve du théoréme PCB . . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
IIT Discrétisation du probléme . . . . . . .. ... .. ... L.
III.1  Présentation de la méthode des différences finies . . . . . ... . ...
III.2  Discrétisation 1D . . . . . . . . . . . . . . e
III1.3  Discrétisation 2D . . . . . . . . . . . e



Introduction a ’équation de la chaleur

Comment décrire ’évolution de la température dans une piéce, sachant la température
initiale et la température a 'extérieur ? L’équation de la chaleur aux dérivées partielles vise
a décrire ce phénomeéne. En effet, la physique montre que la fonction scalaire température
T dans l’espace est régie par I’équation aux dérivées partielles suivante :

oT P
— = DAT + —
ot pe
avec A lopérateur laplacien, D le coefficient de diffusivité thermique, p la masse volumique
de matériau , P la production volumique de chaleur et ¢ la chaleur massique du matériau.

1
Dans toute la suite, on considérera P = 0, et 'on notera ¢ = D L’équation devient alors :

oT
AT = 2=
ot

soit :

0T  0°T 0°T . or

oz T o T 92 “an
Cette équation reste valable & 1 ou 2 dimensions, qui feront 'objet de notre étude. En effet,
dans le cas du probléme & 1 dimension, il existe des solutions analytiques au probléme dit
de conditions aux bords (c’est a dire dans lequel la température aux bords du domaine
d’étude est imposée) par le biais de I’analyse de Fourier. Pour ce qui est du probléme a deux
dimensions, nous verrons que des méthodes numériques permettent d’approcher les solutions
réelles de fagon trés satisfaisante.

I Théoréme des conditions aux bords

I.1 Théoréme d’existence et d’unicité

Soit ¢ une constante positive et f(#) une fonction continue 27-périodique sur R*. Alors il
existe une unique fonction u(z,t) ou (x,t) € R x R satisfaisant aux propriétés suivantes :

a) u(x,t) est 2w-périodique en ¢ pour tout x.

0%u ou .
et — sont continues sur RT x Rt.

022 Ot

c) u vérifie 2% = c% pour tout (x,t) € RT x RT*.

b)

d) La fonction u converge uniformément vers f par rapport a ¢t lorsque z tend vers 0,
c’est a dire que :
lim sup |u(z,t) — f(¢)] =0

z—0t teR+*

e) La solution u est donnée par la formule suivante :

V(z,t) € RT x RT™  w(x,t) = Z f(n)e‘a””’emt_’Sg"(")(’"x (1)
nez
ou :
1 27 |n|
== e " dt et a, =1/
finy =57 | 5o et an=1/o



1.2 Propriétés de la solution

R1 : lorsque x tend vers l'infini, la température tend vers une valeur uniforme donnée
par la valeur moyenne de f sur [0, 27].

R2 : I’équation de la chaleur a un effet régularisant : pour x > 0 et ¢ > 0, la solution
u(zx,t) est de classe C°° méme si la fonction ne l'est pas.

R3 : il existe un principe du maximum :

Vo > 0, sup |u(z,t)| < sup |f(t)] (2)
teR+ tERT

qui explique le fait qu’en un point z > 0 la variation de température ne peut pas étre supé-
rieure & celle induite par f(t) au point = 0.

IT Démonstration du PCB

1II.1 Analyse de Fourier
Soit g une application 2m-périodique, continue sur R et & valeurs dans C.

Définition
On appelle coefficients de Fourier (exponentiels) de g les nombres complexes :

T o

1 2m
dn =5 [ attre
0
et série de Fourier de g la série trigonométrique :

Se(t) =Y g(n)e™

nez

Proposition

a) Si g est de classe C!, la série de Fourier converge uniformément sur R et sa somme
est g. N

b) Pour tout n € Z*, ¢’(n) = ing(n)

On suppose par la suite que f est de classe C? sur [0, 27].

I1.2 Preuve du théoréme PCB

La démonstration du théoréme s’effectue en deux étapes principales : une étape d’analyse,
dans laquelle on démontre que toute solution au probléme s’écrit sous une forme unique
u(zx,t) que lon explicitera et une étape de synthése, qui permet de vérifier que la solution
u(zx,t) trouvée vérifie effectivement les propriétés décrites.

Etape d’analyse

Soit u(x,t) une fonction solution au probléme PCB. On note :

Sulz,t) = Z Cp(z)e™,

nez



la série de Fourier en temps de u(z,t) ou :

1 2m
Cp(z) = —/ u(z,t)e”"dt
2 0
et N
Sty =Y f(n)e™,
nez
la série de Fourier de f(t) ou :
R 1 2m
_ —nt
finy =5 [ st ma

D’aprés les propriétés a) et b) du théoréeme PCB, S, (x,t) converge uniformément vers
u(zx,t) pour tout x > 0. D’apreés la proposition d) du théoréme PCB, u(z,t) converge uni-
formément en temps vers f(t) quand x tend vers 0 c’est-a-dire que :

lim sup |u(z,t) — f(t)] =0
x—=0F e+

~

Soit n € Z. Montrons alors que lir{)l+ |Crn(z) — f(n)] =0.
z—
Soit € > 0.
Il existe n > 0 tel que Va € ]0;7n],Vt € RY, Ju(z,t) — f(t)] <e.
Soit z € ]0;7]. Alors :

R 1 27
Cule) = Fll =157 | (ulat) ~ f(0)ae
T Jo
1 2
< — t)— f(t)])dt
<5 [ Guen— s
1
< —-€:2m
27
<e
Donc R
Vn € Z, Cp(x) — f(n)
z—0
On multiplie alors I’équation de la chaleur, vérifiée par u, propriété c), par e~** puis on
intégre entre 0 et 27.
2 2
L %e*mtdt = ! @e*mtdt
27 Jo Ot 27 Jo  Ox?
A l’aide d’une intégration par parties pour % %7; (x,t)e™*™ puis en utilisant la 27-périodicité

de u(z,t) en temps, on obtient finalement :

2 2
. il ety
2w Jo  Ox?

wn Cp(x)

De 1a, par le théoréme de la dérivation sous le signe intégrale, applicable car (z,t) — Py

Ox2
existe et est continue sur RT x RT, on en déduit que :

" d2 1 o t
= (= t)e" " dt
Cile) = 4lge [ utwnemay
1 [ 9%

= — ——e Mt
27T 0 81'2



Ainsi, on obtient cette équation différentielle :

Cll(x) = = Cu(a)

C!'(x) = N2C, () (3)
ot 'on a posé :
>\n = Up neta, = —_—
ay, + 1sgn(n)ay, et « 5

La solution de cette équation différentielle du second ordre est alors :
Cn(z) = An(xo)e)\"(xfmg) + Bn(xo)e”‘"(x*%)

pour un zg > 0 fixé et pour z > x( tel que Cy(x0) = An(x0) + Bn(zo). On "choisit" alors
de prendre A, (z9) = 0, dans la mesure ot 'étude porte sur ’évolution de la température
u en fonction du ¢ et de x, et que des solutions divergentes en espace ne conviennent pas,
puisque la fonction u est bornée pour tout ¢ > 0 et x > 0. On obtient ainsi :

Vo = xg >0, Cp(x) = Cn(xo)e_)‘"(r_x“)

De plus, on sait que :

Donc il vient que :

On obtient l'expression explicite de u(z,t) :

Ve >0,t >0, u(x,t) = Z f(n)e_o‘"xel"t_"sg”(")o‘“” (4)
nez

Etape de synthése

Nous vérifions que la fonction u déterminée dans le paragraphe précédent vérifie effecti-
vement les propriétés du théoréme PCB.

a) t — u(x,t) est effectivement 27-périodique en temps.

. . . ’, 2 . 7 ~ L3
b) Pour montrer 'existence et la continuité de %et%, on invoque les théorémes relatifs
a la dérivabilité de la somme d’une série et le fait que f étant supposée C?, f' vérifie la
proposition rappelée précédemment sur les séries de Fourier : la série de Fourier de f’

converge uniformément sur R et sa somme est f/, et on a :

Fr(n) = mf'(n) = —n?f(n)

¢) Cette propriété se vérifie aisément grace a ’expression trouvée de u(z,t). Il convient
simplement de rappeler les hypothéses nécessaires a I’application des théorémes sur la déri-
vabilité de la somme d’une série.

d) Montrons que u(x,t) converge uniformément vers f(t) quand z tend vers 0. Soit
(z,t) e RT x RT.

u@t) = f(t) = Y fmert(emenrmemans )



avec
h:0,1] = C

RN e—ansx—zsgn(n)ansx

De plus |h'| est majorée sur [0, 1] par 4/ @ indépendante de s. Ainsi, pour tout ¢t € RT
et v € RT* :

lu(z, t) = f(H)] < 7 Y 1Fm)Vinl

nez
T ~ In|3/2
3 1
< DR
neE”Z nez

1
d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz. La série (Z —2)1/ 2 est bien une série convergente
nez
vers —5=), donc une constante. Il reste alors & montrer que la famille de terme général
V3
\n|3f(n)2 est sommable. Pour cela, on utilise 1’égalité de Perceval a la fonction f” de classe
CO et 2m-périodique :

o 27
S FF =5 [ 1 0Fdt < o0

nez
D’aprés un résultat précédent, on sait que |ﬁ(n)| — |n2f(n)|. Donc :
Yo InlPrm? < Y I fm)P
nez neL
< DI
nez
< o0

Donc il existe A € R tel que :
W(a,t) € RY x RY, Ju(z, t) - f(1)] < A

On en déduit que u converge uniformément vers f en temps quand x tend vers 0.

III Discrétisation du probléme

II1.1 Présentation de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies permet d’approcher les dérivées partielles d’une fonction
a laide d’opérateurs discrets de dérivations. En effet, prenons f une fonction de classe C3
sur un intervalle I de R quelconque.

Soit a € I.

La formule de Taylor-Young donne alors :

fla+h) = f(@)+ hf'(@) + 2 P'(a) + 0017

Fla—h) = f(a) ~ hf'(a) + " (@) + O(1?)



En combinant les deux égalités, il vient :

f’(a) _ f(a+h)27hf(a7h) +O(h2)

11 existe d’autres approximations de f’ mais elles sont en O(h) quand celle-ci est en
O(h?). Pour des fonctions de deux ou trois variables, le principe reste exactement le méme.
Par exemple si u est une fonction des variables ¢, z et y, on peut écrire :

ou u(z + Az, y,t) —u(z — Az, y,t)

- 2
Oz 2Az +0(az%)
0%u u(z + Az, y,t) + u(z — Az, y,t) — 2u(x, y,t)
e A2 +0(as)

Il en est évidemment de méme pour les dérivées partielles en t ou y. Ensuite,il s’agit de
définir un maillage, c’est a dire de choisir un pas pour les variables x, y et t : on définit
ainsi une subdivision & pas constant du segment représentant les valeurs pouvant étre prises
par z,puis par y. L’approche pour t est légérement différente puisque ¢ représente le temps,
nécessairement croissant : on se contente de choisir une valeur pour At (nous verrons que
cette valeur doit parfois remplir certaines conditions liées a la stabilité du schéma) et nous
notons alors t; pour le temps to + kAt. On notera dans la suite ul' pour u(z;,t,) et ug;
pour u(z;,y;,tn)-

Schémas implicite et explicite

Schéma explicite

Dans un schéma dit explicite, aucun systéme d’équations n’est & résoudre, c’est & dire
qu’il n’y a pas d’inversion de matrice & effectuer : le passage du temps t; au temps t541 se
fait par le biais d’un calcul direct. Pour cela, on peut par exemple approximer une dérivée
partielle de la fagon suivante :

ou (252 wptt —up
— (s = - J
ot At
o%u ut g —2ul +ul
( Tt ) _ j+1 J j—1
ox2> Ax?
Notre équation de la chaleur & une dimension devient alors :
ujpy — 2uf +ujy _ Cu;”rl —uy
Ax? At

u§ = f(x;) pour j € {1,2.N — 1}

n n __
ug = un = 1o
On connait dés lors les u?, et 'on peut calculer u},... Jusqu’a uj. Les u"! se déduisent

j
ainsi directement des u?

Schéma implicite
Le schéma explicite se caractérise par 'inversion de matrices qu’il nécessite pour passer
du temps t,, au temps t,41. Par exemple, si I’on choisit pour approximation de la dérivée

en ¢t comme telle : )
p) u? —ul
ﬁ(mj’tn) e B B
ot At



Deés lors, le systéeme d’équations au temps t,, devient :

unfl
_ — Buy
a f n At -1
uy B ug
« uy At
. * _1
B a B |uk-—2 _UN-—2
n
B o) \UN-1 IIRYAY;
CUn—1 Bun
At 0
1 2 1 . C . -
avec o = — - — — et B = AL Il s’agit donc ici d’inverser une matrice tridiagonale,
c Ax c Ax

pour lesquelles il existe des algorithmes spécialisés (algorithme de Thomas en O(n)).

Stabilité et Consistance

La discrétisation n’est efficace que si les erreurs commises par rapports aux valeurs réelles

ne croissent pas pendant la procédure numérique. Il existe trois types de schémas :

- inconditionnellement stable : stable pour tout Az et At choisis.

- conditionnellement stable : il existe une condition de stabilité sur Ax et At.

- inconditionnellement instable : résultats faux dans tous les cas, et donc a proscrire.

De plus, un schéma est dit consistant si l'erreur de troncature, notée E.T, et qui cor-
respond & la différence entre les dérivées continues et les dérivées discrétes dans ’équation
étudiée, est telle que :

lim ET=0
(Az,At)—(0,0)

Un schéma est dit alors convergent s’il est stable et consistant.

II1.2 Discrétisation 1D

Pour le schéma a 1 dimension, nous avons choisi d’implémenter avec Maple le schéma im-
plicite inconditionnellement stable évoqué ci-dessus, qui permet une précision en (O(Ax), O(At)),
dont la mise en oeuvre est assez intuitive.

Le programme Maple a été réalisé en plusieurs étapes :

-d’abord une phase de construction de matrices utilisées dans le cadre du schéma.
uj
uy

-ensuite une procédure récursive permettant le renvoi du vecteur U,, =

n
UN-—2

UN_1
-enfin une implémentation graphique du résultat pour une large gamme de temps.

I11.3 Discrétisation 2D

Présentation du schéma
L’équation étudiée est alors :
0%y n 0%y ou
T
ox2 = Oy? ot

En 2D, nous choisissons un schéma explicite conditionnellement stable, en approximant ainsi
les dérivées partielles :



n+1 n
A R THA
%(Iu Yjrtn) = ”Ttu

aQU u™ = 2ul Fu
R
0z? J Ax?
o%u ul g —2ul +ult.
(T, yuta) = —IE Lt
dy Ay

L’évolution du sytéme se traduit alors ainsi :

n+l n n n n n
upj = Aug;+ Buiyy j+ Oy 4 Dug g + Bug ;g

avec :

2At 2At
c Ax? ¢ Ay?

e Ay?
En réalité B = C et D = FE, et puisque nous prenons Ax = Ayonaura B=C =D = F,
mais nous les différencions pour des raisons de clarté.

Forme matricielle du probléme

On pose :

n
Ur—1,J
n
Urq

“?,J
On peut dés lors traduire le probléme sous forme matricielle :

Upsr = MU, +V

avec M une matrice-blocs de taille (I*J,I*J) :

M. M,
M, M. M,
M = M,
S
M, M,



ot M., My et M, sont les matrices suivantes :

A D 0
MCZE
D
E A
C 0
M, =
0
B 0
My = ..
0 B

Le vecteur V de taille I*J contient pour sa part les conditions aux bords :

O’UJOJ + EULO
OUO,Q

OUQJ + Duq j41
EU270
0

Dug 41

0
Dur_1,741
Buri11+ FEuig
Bugio

Buriq,7 + Dur 41

Conditions de stabilité (Admis)
La condition de stabilité de ce schéma est la suivante :

E(L_FL) < =
c "Az?2 T Ay2’ T2

—_

En prenant Az = Ay, on obtient une condition plus restrictive que pour le schéma explicite

4 une dimension :
At c

5 <
Azx?2 " 4

10



